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TỔNG QUAN

Trong luận án chúng tôi nghiên cứu các bài toán biên–giá trị đầu cho một

số lớp phương trình parabolic có dạng

∂tP (u) + divA (x, t, u,∇u) = F (x, t, u) , (1)

trong đó P là toán tử tuyến tính (P = I hoặc P = I − ∆), A và F là các toán

tử phi tuyến xác định trên các không gian hàm thích hợp. Như đã biết các

phương trình parabolic phi tuyến là một trong những công cụ mạnh mẽ cho

phép mô hình hóa nhiều hiện tượng xuất hiện trong nhiều lĩnh vực khác nhau

của khoa học ứng dụng như Vật lý, Hóa học, Sinh học, Kinh tế, Tài chính, v.v.

Về mặt toán học, khi nghiên cứu các phương trình parabolic có dạng

∂tP (u) + divA (x, t, u,∇u) = F (x, t, u) , (2)

người ta thường quan tâm nghiên cứu các vấn đề sau:

(i) Sự tồn tại nghiệm địa phương hay tính chỉnh địa phương của bài toán.

(ii) Khi nào phương trình có nghiệm toàn cục? Trong trường hợp đó, cần xem

xét dáng điệu của nghiệm khi thời gian tiến ra vô hạn. Tìm các điều kiện

đủ để nghiệm của phương trình bùng nổ tại tại thời gian hữu hạn.

Các kết quả liên quan đến tính chỉnh địa phương của các phương trình đạo

hàm riêng cho đến nay đã được nghiên cứu một cách tương đối đầy đủ bởi

nhiều tác giả như Friedman, Ladyzhenskaya, Evans, DiBenedetto, Raviart,

Kalashnikov, Showalter và Ting, Brezis, v.v.

Vấn đề liên quan đến tính chất tồn tại toàn cục hay không tồn tại toàn cục

(bùng nổ) cho nghiệm của các phương trình đạo hàm riêng đã có một chặng

đường lịch sử phát triển lâu dài. Trong đó tính chất bùng nổ cho nghiệm của
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các phương trình sóng á tuyến tính được nghiên cứu đầu tiên vào những năm

1950 bởi Keller, John và Kato cho lớp phương trình

utt = ∆u + |u|p−1 u, (x, t) ∈ Rn ×R+, (p > 1) . (3)

Tính chất bùng nổ của nghiệm các phương trình parabolic cũng được quan

tâm nghiên cứu bởi bởi nhiều nhà toán học như Friedman, Ladyzhenskaya,

Kaplan, Fujita, Levine, Galaktionov và một số tác giả khác.

Các kết quả đầu tiên liên quan đến tính chất bùng nổ cho nghiệm của các

phương trình parabolic là vào những năm 1960 bởi hai kết quả nổi tiếng của

Kaplan và Fujita. Trong các bài báo của mình, Kaplan (1963) và Fujita (1966)

lần lượt nghiên cứu các bài toán biên–giá trị đầu và bài toán Cauchy cho

phương trình nhiệt có dạng

ut = ∆u + f (u) , (x, t) ∈ Ω×R+. (4)

Từ đây tính chất bùng nổ được nghiên cứu mở rộng cho nghiệm của nhiều

phương trình parabolic khác nhau, cùng với đó là sự phát triển của nhiều

phương pháp để nghiên cứu các vấn đề này. Chẳng hạn, Galaktionov (1994)

đã mở rộng các kết quả của Fujita cho các lớp phương trình porous media và

phương trình tiến hóa p-Laplace.

ut = ∆um + up, và ut = div
(
|∇u|σ∇u

)
+ up, (σ > 0),

và lớp phương trình khuếch tán - phản ứng dạng

ut = A(u) + f (u),

trong đóA là toán tử elliptic cấp hai, có thể phi tuyến và suy biến đóng vai trò

là đại lượng khuếch tán và f (u) là hàm trên tuyến tính theo u đóng vai trò là

phản ứng.

Với hướng tiếp cận theo phương pháp năng lượng, vào những năm 1970,

Levine (1973,1974) đã sử dụng phương pháp phương pháp hàm lõm để nghiên

cứu tính chất bùng nổ cho nghiệm của các bài toán parabolic và hyperbolic

dạng

Put = −Au +F (u) và Putt = −Au +F (u), (5)
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trong đó P , A là các toán tử tuyến tính đối xứng thỏa điều kiện P > 0 và

A ≥ 0 xác định trên các không gian Hilbert. Trong đó, Levine đã chỉ ra rằng

với nguồn năng lượng đầu âm hay dữ kiện đầu lớn thì nghiệm của phương

trình (5) là bùng nổ tại thời gian hữu hạn.

Trong trường hợp nguồn năng lượng đầu dương hay dữ kiện đầu nhỏ,

Payne và Sattinger (1975) đã phát triển phương pháp potential well để nghiên

cứu tính chất tồn tại toàn cục và bùng nổ tại thời gian hữu hạn cho nghiệm

của bài toán biên–giá trị đầu cho lớp các phương trình parabolic và hyperbolic

dạng

ut = ∆u +F (u) và utt = ∆u +F (u),

với F có dạng tổng quát của hàm lũy thừa. Trong đó, các tác giả đã chỉ ra các

tập hợp rời nhauW và U sao cho nếu dữ kiện đầu thuộcW thì nghiệm của bài

toán tồn tại toàn cục và nếu dữ kiện đầu thuộc U thì nghiệm bài toán bùng nổ

tại thời gian hữu hạn. Các tập hợpW và U tương ứng được gọi là tập ổn định

và tập không ổn định. Phương pháp potential well được giới thiệu đầu tiên bởi

Sattinger (1968) và Lions (1969) khi nghiên cứu tính chất tồn tại của nghiệm

toàn cục cho các phương trình hyperpolic, sau đó được Payne và Sattinger sử

dụng để nghiên cứu tính chất bùng nổ của nghiệm và nghiệm toàn cục cho cả

phương trình hyperbolic và parabolic.

Tính chất bùng nổ cho nghiệm của các phương trình giả parabolic dưới

tác động của nguồn dạng lũy thừa cũng được quan tâm nghiên cứu trong thời

gian gần đây, kết quả chi tiết có thể tham khảo các bài báo Xu (2013) và chuyên

khảo của Al’shin và các đồng tác giả (2011).

Cho đến nay, tính chất bùng nổ của nghiệm các phương trình parabolic và

giả parabolic dưới tác động của nguồn dạng lũy thừa hoặc dạng tổng quát của

hàm lũy thừa đã được nghiên cứu tương đối rộng rãi, tuy nhiên có rất ít kết

quả cho các phương trình với thành phần phi tuyến dạng logarit. Một vài kết

quả gần đây cho các phương trình nhiệt có thể xem Chen và cộng sự (J. Math.

Anal. Appl., 2015 và J. Differ. Equations. 2015). Trong đó các tác giả nghiên bài
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toán biên–giá trị đầu cho các phương trình

ut − ∆u = u log |u| , ut − ∆ut − ∆u = u log |u| . (6)

Bằng cách sử dụng phương pháp potential well, tác giả đã chỉ ra rằng với dữ

kiện đầu thuộc vào tập ổn định thì nghiệm của bài toán là tồn tại toàn cục

và tắt dần mũ; với trường hợp dữ kiện đầu thuộc vào tập không ổn định thì

nghiệm của bài toán bùng nổ tại ∞. Trong khi đó với điều kiện tương tự và

nguồn dạng lũy thừa f (u) = |u|p−2 u, p > 2 thì nghiệm của bài toán bùng nổ

tại thời gian hữu hạn.

Xuất phát từ các kết quả trên, chúng tôi xét một số lớp phương trình parabolic

suy biến gồm phương trình tiến hóa p-Laplace, phương trình giả parabolic

chứa toán tử p-Laplace và phương trình khuếch tán phi tuyến kép dưới tác

động của nguồn dạng logarit. Cụ thể, trong luận án chúng tôi nghiên cứu ba

bài toán sau đây:

Bài toán 1: Chúng tôi xét bài toán Cauchy–Dirichlet cho phương trình tiến

hóa p-Laplace dưới tác động của nguồn dạng logarit như sau
ut − ∆pu = fp (u) , (x, t) ∈ Ω×R+,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(7)

trong đó fp(s) = |s|p−2 s log (|s|) với p > 2.

Bài toán 2: Chúng tôi xét bài toán Cauchy–Dirichlet cho phương trình giả

parabolic chứa toán tử p-Laplace sau
ut − ∆ut − ∆pu = fq (u) , (x, t) ∈ Ω×R+,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(8)

trong đó fq(s) = |s|q−2 s log (|s|) với q > 1.

Bài toán 3: Chúng tôi xét bài toán Cauchy–Dirichlet cho phương trình khuếch

tán phi tuyến kép sau
ut − ∆p

(
|u|m−2 u

)
= fq (u) , (x, t) ∈ Ω×R+,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(9)
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trong đó fq(s) = |s|q−2 s log (|s|) với q > 1.

Khi nghiên cứu tính chất nghiệm của ba bài toán trên, nội dung của luận án

sẽ tập trung trả lời các câu hỏi sau đây:

1) Khi nào nghiệm của các bài toán trên là bùng nổ? khi có hiện tượng bùng

nổ xảy ra thì nghiệm bùng nổ tại thời gian hữu hạn hay tại ∞?

2) Khi nào nghiệm của các bài toán trên tồn tại toàn cục? nếu nghiệm tồn

tại toàn cục thì dáng điệu của nghiệm khi thời gian lớn sẽ như thế nào?

nghiệm toàn cục có tắt dần hay không?

Để trả lời các câu hỏi này, chúng tôi tiến hành nghiên cứu luận án với tên gọi:

Một số lớp phương trình parabolic suy biến với nguồn logarit:

tính chất bùng nổ, nghiệm toàn cục và tính chất tắt dần.

Để thu được các kết quả trong luận án chúng tôi sử dụng các phương pháp

của giải tích hàm phi tuyến như phương pháp xấp xỉ nghiệm Faedo–Galerkin,

phương pháp compact và phương pháp toán tử đơn điệu. Đặc biệt, để thu

được kết quả về tính chất tồn tại hay không tồn tại nghiệm toàn cục chúng tôi

sử dụng phương pháp potential well được giới thiệu bởi Payne và Sattinger và

phương pháp hàm lõm của Levine. Tính ưu việt của phương pháp này được

thể hiện ở chỗ không những tính chất bùng nổ của nghiệm được nghiên cứu

mà khi đó tính chất toàn toàn cục của nghiệm cũng được suy ra.

Cấu trúc của luận án bao gồm phần tổng quan, kiến thức chuẩn bị, ba

chương chính, kết luận, danh mục công trình của tác giả luận án và tài liệu

tham khảo.
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Không gian Sobolev

Định lý 1.1 (Bất đẳng thức logarit Sobolev). Giả sử 1 < p < ∞. Khi đó với mọi

hàm u ∈W1,p (Rn) thỏa
∫

Rn |u|p dx = 1, ta có∫
Rn
|u|p log |u| dx ≤ n

p2 log
[
Lp

∫
Rn
|∇u|p dx

]
, (1.1.1)

trong đó Lp là hằng số cho bởi

Lp =
p
n

(
p− 1

e

)p−1
π−

p
2

 Γ
(n

2 + 1
)

Γ
(

n p−1
p + 1

)


p
n

. (1.1.2)

Đẳng thức xảy ra khi

u(x) =

(
πn/2

(
σ

p

)n/p′ Γ (n/p′ + 1)
Γ (n/2 + 1)

)−1/p

e−
|x−x̄|p

′

σ , ∀x ∈ Rn, (1.1.3)

với mọi p > 1, σ > 0 và x̄ ∈ Rn.

Dạng tham số của bất đẳng thức trên cho bởi.

Hệ quả 1.2. Với các hằng số p > 1, µ > 0, ta có:

p
∫

Rn
|u(x)|p log

(
|u(x)|
‖u‖p

)
dx

+
n
p

log
(

pµe
nLp

) ∫
Rn
|u(x)|p dx ≤ µ

∫
Rn
|∇u(x)|p dx, (1.1.4)

với mọi u ∈ W1,p (Rn) \{0}. Đặc biệt, nếu Ω ⊂ Rn là miền bị chặn và u ∈
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W1,p
0 (Ω) thì bằng cách đặt u(x) = 0 với x ∈ Rn\Ω, ta có bất đẳng thức

p
∫

Ω
|u(x)|p log

(
|u(x)|
‖u‖p

)
dx

+
n
p

log
(

pµe
nLp

) ∫
Ω
|u(x)|p dx ≤ µ

∫
Ω
|∇u(x)|p dx, (1.1.5)

với µ > 0 tùy ý.

Định lý 1.3 (Bất đẳng thức logarit Gagliardo–Nirenberg). Cho trước 1 ≤ p <

∞, 0 < q < p∗ sao cho u ∈ Lq (Rn) và ∇u ∈ Lp (Rn). Khi đó ta có bất đẳng thức∫
Rn

|u|q

‖u‖q
q

log

(
|u|q

‖u‖q
q

)
dx ≤ 1

1− q/p∗
log

(
Cq

n,p,q
‖∇u‖q

p

‖u‖q
q

)
(1.1.6)

Trong đó C là hằng số phụ thuộc vào n, p khi p < n, và phụ thuộc vào n, p và chặn

trên của q khi p ≥ n.

Hệ quả 1.4. Với các giả thiết như trong Bổ đề 1.3, ta có∫
Rn
|u|q log

(
|u|q

‖u‖q
q

)
dx + Cr

n,p,q,µ‖u‖
q
q ≤ µ

r
p
‖∇u‖p

p + µ
p− r

p
‖u‖

(q−r)
p−r p

q ,

với µ > 0 tùy ý, 0 < r ≤ min{p, q} và Cr
n,p,q,µ là hằng số xác định như sau

Cr
n,p,q,µ =

qp∗

(p∗ − q) r
log

(
(p∗ − q)rµe

qp∗Cr
n,p,q

)
.

Nếu Ω ⊂ Rn là miền bị chặn và u ∈ W1,p
0 (Ω) thì bằng cách đặt u(x) = 0 khi

x ∈ Rn\Ω, ta có bất đẳng thức∫
Ω
|u|q log

(
|u|q

‖u‖q
q

)
dx + Cr

n,p,q,µ‖u‖
q
q ≤ µ

r
p
‖∇u‖p

p + µ
p− r

p
‖u‖

(q−r)
p−r p

q . (1.1.7)

1.2 Toán tử đơn điệu

1.3 Không gian hàm phụ thuộc thời gian

1.4 Một số bất đẳng thức cơ bản

Bổ đề sau được dùng để chứng minh tính chất tắt dần của nghiệm.
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Bổ đề 1.5. Giả sử f : R+ → R+ là hàm không tăng thỏa∫ ∞

t
f 1+σ(s)ds ≤ 1

ω
f σ(0) f (t), ∀t ≥ 0. (1.4.8)

trong đó σ là một hằng số không âm. Khi đó ta có

(a) f (t) ≤ f (0)e1−ωt, với mọi t ≥ 0, nếu σ = 0,

(b) f (t) ≤ f (0)
(

1 + σ

1 + ωσt

)1/σ

, với mọi t ≥ 0, nếu σ > 0.

Để chứng minh tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn, chúng tôi cần các

bổ đề sau.

Bổ đề 1.6. Giả sử ψ ∈W1,1
loc (R

+) là một hàm số không âm thỏa ψ(0) > 0 và

dψ

dt
(t) ≥ cψσ(t), với h.h. t ≥ 0, (1.4.9)

trong đó σ > 1 và c là hằng số dương. Khi đó ta có

ψ(t) ≥
(

1
ψ1−σ(0)− c(σ− 1)t

) 1
σ−1

, t ∈ [0, T∗) . (1.4.10)

Từ đây suy ra

lim
t→T−∗

ψ(t) = ∞, với T∗ =
ψ1−σ(0)
c(σ− 1)

.

Bổ đề 1.7. Giả sử Φ : R+ → R+ là một hàm khả vi cấp hai và tồn tại t0 > 0 thỏa

Φ(t0) > 0 và Φ′(t0) > 0.

Giả sử thêm rằng Φ thỏa bất đẳng thức

Φ(t)Φ′′(t)− α(Φ′(t))2 ≥ 0 (1.4.11)

với mọi t ≥ t0, trong đó α > 1 là hằng số. Khi đó tồn tại T∗ > 0 sao cho lim
t→T−∗

Φ(t) =

∞. Cụ thể hơn ta có đánh giá

Φ(t) ≥
(

1
Φ1−α(t0)−Φ0(t− t0)

)1/(α−1)
(1.4.12)

với mọi t ∈ [t0, T∗), trong đó Φ0 = (α− 1)Φ′(t0)/Φ(t0) > 0 là hằng số và

T∗ = t0 +
Φ(t0)

(α− 1)Φ′(t0)
.
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CHƯƠNG 2

PHƯƠNG TRÌNH PARABOLIC CHỨA TOÁN TỬ

p-LAPLACE VỚI THÀNH PHẦN PHI TUYẾN DẠNG

LOGARIT

2.1 Giới thiệu

Trong chương này chúng tôi xét bài toán biên–giá trị đầu cho phương trình

parabolic chứa toán tử p-Laplace với thành phần phi tuyến có dạng logarit

như sau: 
ut − ∆pu = fp(u), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(2.1.1)

trong đó fp(z) = |z|p−2z log (|z|). Nghiệm của bài toán được hiểu như sau:

Định nghĩa 2.1 (nghiệm yếu). Một hàm u được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(2.1.1) trên Ω× [0, T] nếu

u ∈ L∞
(

0, T; W1,p
0 (Ω)

)
, u′ ∈ Lp′

(
0, T; W−1,p′ (Ω)

)
∩ L2

(
0, T; L2 (Ω)

)
thỏa thỏa điều kiện đầu u(·, 0) = u0(·) ∈W1,p

0 (Ω) và phương trình∫
Ω

u′(t)wdx +
∫

Ω
|∇u(t)|p−2∇u(t) · ∇wdx =

∫
Ω

fp (u(t))wdx, (2.1.2)

với mọi w ∈W1,p
0 (Ω) và hầu hết t ∈ [0, T].

Định nghĩa 2.2. Giả sử u(t) := u(x, t) là nghiệm yếu của bài toán (2.1.1). Ta định

nghĩa số thực dương Tmax như sau:

Tmax = sup
{

T > 0 : u(t) tồn tại trên [0, T)
}

.
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(i) Nếu Tmax = ∞ thì u(t) là nghiệm toàn cục.

(ii) Nếu Tmax < ∞ thì ta nói u(t) không tồn tại toàn cục hay bùng nổ tại thời gian

hữu hạn. Hơn nữa, nếu lim
t→Tmax

‖u(t)‖2 = ∞ thì Tmax được gọi là thời gian bùng

nổ.

2.2 Potential well và các đặc trưng

Để xây dựng các tập ổn định và tập không ổn định cho nghiệm của bài toán

(2.1.1) chúng tôi giới thiệu các phiếm hàm I và J như sau

J(u) =
1
p
‖∇u‖p

p −
1
p

∫
Ω
|u|p log |u| dx +

1
p2

∫
Ω
|u|p dx, (2.2.1)

I(u) = ‖∇u‖p
p −

∫
Ω
|u|p log |u| dx. (2.2.2)

Ta định nghĩa đa tạp Nehari

N =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) \{0} : I(u) =

〈
J′(u), u

〉
= 0

}
.

Bổ đề 2.3. Với u ∈W1,p
0 (Ω) \{0}. Ta có các tính chất sau:

(1) lim
λ→0+

j(λ) = 0 và lim
λ→∞

j(λ) = −∞;

(2) tồn tại duy nhất λ∗ = λ∗(u) > 0 sao cho j′(λ∗) = 0;

(3) j (λ) tăng trên (0, λ∗), giảm trên (λ∗, ∞) và đạt giá trị lớn nhất tại λ∗;

(4) I(λ∗u) = 0, I(λu) > 0 nếu 0 < λ < λ∗ và I(λu) < 0 nếu λ∗ < λ < ∞.

Ta ký hiệu R là hằng số xác định bởi R :=
(

p2e
nLp

)n/p2

, trong đó Lp là hằng

số được xác định trong Định lý 1.1.

Bổ đề 2.4. Với u ∈W1,p
0 (Ω) \{0}, ta có các khẳng định sau:

(1) Nếu 0 < ‖u‖p < R thì I(u) > 0.

(2) Nếu I(u) < 0 thì ‖u‖p > R.

(3) Nếu I(u) = 0 thì ‖u‖p ≥ R.
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Tiếp theo ta định nghĩa potential depth

d = inf
u∈N

J(u). (2.2.3)

Bổ đề 2.5. Ta có các khẳng định sau:

(a) d = inf
u∈W1,p

0 (Ω)\{0}
sup
λ>0

J(λu).

(b) d bị chặn dưới bởi

d ≥ 1
p2

(
p2e

nLp

) n
p

=
Rp

p2 = M, (2.2.4)

trong đó Lp là hằng số được xác định trong Định lý 1.1.

(c) Bài toán biến phân (2.2.3) có ít nhất một nghiệm không âm hay tồn tại hàm không

âm u sao cho u ∈ N và J(u) = d.

Ký hiệu các tập

N+ :=
{

u ∈W1,p
0 (Ω) : I(u) > 0

}
, N− :=

{
u ∈W1,p

0 (Ω) : I(u) < 0
}

.

Bây giờ ta định nghĩa các tập ổn địnhW và không ổn định U như sau:

W :=
(
N+ ∩ Jd

)
∪ {0} và U := N− ∩ Jd, (2.2.5)

trong đó Jd được hiểu là tập ứng với năng lượng nhỏ hơn d. Từ các định nghĩa

trên ta dễ dàng suy ra rằng

W ∩U = ∅ và W ∪U = Jd. (2.2.6)

2.3 Sự tồn tại nghiệm địa phương

Định lý 2.6. Giả sử u0 ∈W1,p
0 (Ω). Khi đó tồn tại số thực dương T0 sao cho bài toán

(2.1.1) có nghiệm yếu u trên Ω× (0, T0) thỏa bất đẳng thức năng lượng∫ t

0
‖u′(s)‖2

2ds + J(u(t)) ≤ J(u0), t ∈ [0, T0). (2.3.1)

Hơn nữa, khi p ≥ n thì nghiệm yếu tìm được là duy nhất.
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2.4 Tính chất tồn tại toàn cục và tính tắt dần

Định lý 2.7. Giả sử u0 ∈ W . Khi đó bài toán (2.1.1) có nghiệm yếu toàn cục duy

nhất u(t) thỏa ∫ t

0
‖u′(s)‖2

2ds + J(u(t)) ≤ J(u0), t ∈ [0, ∞) . (2.4.1)

Hơn nữa, nếu J(u0) ≤ M thì nghiệm toàn cục tắt dần. Cụ thể hơn, ta có các đánh giá

sau:

(i) Nếu J(u0) < M thì ta có

‖u(t)‖2 ≤ ‖u0‖2

(
p/2

1 + ζ(p− 2) ‖u0‖
p−2
2 t

) 1
p−2

, t ≥ 0, (2.4.2)

trong đó ζ = 1
p |Ω|

2−p
2 log M

J(u0)
> 0.

(ii) Nếu J(u0) = M thì tồn tại t∗ > 0 và hằng số C∗ > 0 sao cho

‖u(t)‖2 ≤ C∗

(
p/2

1 + (p− 2)t

) 1
p−2

, t ≥ t∗. (2.4.3)

2.5 Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn

Định lý 2.8. Giả sử u0 ∈ U ∩ JM và u(t) là nghiệm yếu địa phương của bài toán

(2.1.1) ứng với dữ kiện đầu u0 thỏa∫ t

0
‖u′(s)‖2

2ds + J(u(t)) ≤ J(u0), ∀t ∈ [0, Tmax) . (2.5.1)

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu J(u0) ≤ 0 thì u(t) không tồn tại toàn cục hay bùng nổ tại thời gian hữu

hạn. Hơn nữa, ta có đánh giá

‖u(t)‖2 ≥

 p

p‖u0‖
2−p
2 − (p− 2) |Ω|−

p−2
2 t

 1
p−2

,

và do đó Tmax ≤
p

p− 2
|Ω|

p−2
2 ‖u0‖

2−p
2 .

(ii) Nếu 0 < J(u0) ≤ M thì u(t) không tồn tại toàn cục hay bùng nổ tại thời gian

hữu hạn.
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Nhận xét và kết luận Chương 2

� Khi dữ kiện đầu u0 ∈ W thì năng lượng khuếch tán lớn hơn năng lượng

sinh bởi nguồn logarit và do đó nghiệm tồn tại toàn cục. Hơn nữa, nghiệm

toàn cục là tắt dần trong không gian L2 (Ω) khi J(u0) ≤ M. Đặc biệt, khi

p = 2 thì nghiệm của bài toán (2.1.1) là tắt dần mũ, xem Chen, J. Math.

Appl. Anal. (2015).

� Khi u0 ∈ U , J(u0) ≤ M thì năng lượng khuếch tán nhỏ hơn năng lượng

sinh bởi nguồn logarit, thì nghiệm bùng nổ tại thời gian hữu hạn trong

không gian L2 (Ω). Đặc biệt, khi p = 2 thì nghiệm của bài toán (2.1.1)

bùng nổ tại ∞, xem Chen, J. Math. Appl. Anal. (2015).
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CHƯƠNG 3

PHƯƠNG TRÌNH GIẢ PARABOLIC CHỨA TOÁN TỬ

p-LAPLACE VỚI THÀNH PHẦN PHI TUYẾN DẠNG

LOGARIT

3.1 Giới thiệu

Trong chương này chúng tôi xét bài toán biên–giá trị đầu cho phương trình

giả parabolic với thành phần phi tuyến có dạng logarit như sau:
ut − ∆ut − ∆pu = fq(u), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(3.1.1)

trong đó fq(z) = |z|q−2z log (|z|).

Định nghĩa 3.1 (nghiệm yếu). Một hàm u được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(3.1.1)nếu

u ∈ L∞
(

0, T; W1,p
0 (Ω)

)
, u′ ∈ L2

(
0, T; H1 (Ω)

)
thỏa điều kiện đầu u(0) = u0 ∈W1,p

0 (Ω) và phương trình

b
(
u′(t), w

)
+ a (u(t), w) =

〈
fq (u(t)) , w

〉
,

với mọi w ∈W1,p
0 (Ω) và h.h. t ∈ [0, T], trong đó

b (u, v) := 〈u, v〉+ 〈∇u,∇v〉 và a (u, v) :=
〈
|∇u|p−2∇u,∇v

〉
.

14



3.2 Potential well và các đặc trưng

Xét phiếm hàm Euler J và phiếm hàm Nehari I xác định trên không gian

W1,p
0 (Ω)

J(u) =
1
p
‖∇u‖p

p −
1
q

∫
Ω
|u|q log (|u|) dx +

1
q2

∫
Ω
|u|q dx, (3.2.1)

I(u) = ‖∇u‖p
p −

∫
Ω
|u|q log (|u|) dx. (3.2.2)

Đa tạp Nehari được định nghĩa như sau:

N =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) \{0} : I (u) =

〈
J′ (u) , u

〉
= 0

}
.

Bổ đề 3.2. Với u ∈W1,p
0 (Ω) \{0}. Ta có các tính chất sau:

(1) lim
λ→0+

j(λ) = 0 và lim
λ→∞

j(λ) = −∞;

(2) tồn tại duy nhất λ∗ = λ∗(u) > 0 sao cho j′(λ∗) = 0;

(3) j (λ) tăng trên (0, λ∗), giảm trên (λ∗, ∞) và đạt giá trị lớn nhất tại λ∗;

(4) I(λ∗u) = 0, I(λu) > 0 nếu 0 < λ < λ∗ và I(λu) < 0 nếu λ∗ < λ < ∞.

Ta định nghĩa potential depth

d = inf
u∈N

J(u). (3.2.3)

Bổ đề 3.3. Ta có các khẳng định sau:

(a) d = inf
u∈W1,p

0 (Ω)\{0}
sup
λ>0

J(λu).

(b) Bài toán biến phân (3.2.3) có nghiệm và

0 < d = inf
u∈N

J(u). (3.2.4)

Khi đó các tập ổn địnhW và không ổn định U được định nghĩa như sau:

W :=
(
N+ ∩ Jd

)
∪ {0} và U := N− ∩ Jd. (3.2.5)
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3.3 Nghiệm địa phương và nghiệm toàn cục

Định lý 3.4. Giả sử u0 ∈W1,p
0 (Ω). Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu 1 < q < p thì bài toán (3.1.1) có nghiệm toàn cục u thỏa∫ t

0

∥∥u′(s)
∥∥2

H1(Ω) ds + J(u(t)) ≤ J(u0), 0 ≤ t ≤ T. (3.3.1)

(ii) Nếu p ≤ q < p
(
1 + 2

n
)

thì bài toán (3.1.1) có nghiệm địa phương. Hơn nữa,

nghiệm tìm được là duy nhất khi p ≥ n.

3.4 Tính chất tắt dần của nghiệm toàn cục

Định lý 3.5. Giả sử q ∈ [p, p∗) và u0 ∈ W . Khi đó bài toán (3.1.1) có nghiệm toàn

cục duy nhất u(t) thỏa∫ t

0
‖u′(s)‖2

H1ds + J(u(t)) ≤ J(u0), 0 ≤ t < ∞.

Hơn nữa, nghiệm toàn cục của bài toán tắt dần. Cụ thể hơn, ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu J(u0) < d thì

‖u(t)‖
W1,p

0 (Ω)
≤

 pJ
p−2

p (u0)

2 + (p− 2)CJ
p−2

p (u0) t

 1
p−2

, t ≥ 0,

trong đó C là hằng số dương.

(ii) Nếu J(u0) = d thì tồn tại các hằng số dương t∗ > 0, ω∗ và C∗ > 0 sao cho

‖u(t)‖
W1,p

0 (Ω)
≤ C∗

(
p

2 + ω∗(p− 2)t

) 1
p−2

, t ≥ t∗.

3.5 Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn

Định lý 3.6. Giả sử rằng q ∈ [p, p∗), u0 ∈ U thỏa J(u0) ≤ d và u(t) là nghiệm yếu

của bài toán (3.1.1). Khi đó nghiệm u(t) không tồn tại toàn cục hay bùng nổ tại thời

gian hữu hạn, tức là, tồn tại T∗ > 0 sao cho

lim
t→T−∗

‖u(t)‖2
H1(Ω) = ∞.
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Nhận xét và kết luận Chương 3

Ta nhận thấy rằng q ≥ p là điều kiện cần để hiện tượng bùng nổ xảy ra. Để có

điều kiện đủ ta xét hai trường hợp sau:

• Khi u0 ∈ W thỏa J(u0) ≤ d thì nghiệm bài toán tồn tại toàn cục. Hơn

nữa nghiệm tắt dần đại số trong không gian H1 (Ω). Lưu ý rằng tính

chất tắt dần của nghiệm bài toán (3.1.1) trong trường hợp suy biến là

khác với Chen và Tian, J. Differ. Equations, (2015) nghiệm tắt dần mũ khi

J(u0) ≤ M < d.

• Khi u0 ∈ U thỏa J(u0) ≤ d thì nghiệm bùng nổ sau thời gian hữu hạn

trong không gian H1 (Ω). Đặc biệt, Khi p = q = 2 thì nghiệm của bài

toán (3.1.1) bùng nổ tại ∞ khi J(u0) ≤ M, xem Chen và Tian, J. Differ.

Equations, (2015).

Bằng cách sử dụng kỹ thuật tương tự ở đây, ta có thể mở rộng kết quả của

Chen và Tian, J. Differ. Equations, (2015) và của chính chúng tôi (Comput.

Math. Appl. 2017) cho trường hợp năng lượng đầu M < J(u0) ≤ d.
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CHƯƠNG 4

PHƯƠNG TRÌNH KHUẾCH TÁN PHI TUYẾN KÉP VỚI

THÀNH PHẦN PHI TUYẾN DẠNG LOGARIT

4.1 Giới thiệu

Trong chương này, chúng tôi xét bài toán biên–giá trị đầu cho phương trình

khuếch tán phi tuyến kép với thành phần phi tuyến dạng logarit sau
ut − ∆p

(
u(m−1)

)
= fq (u) , x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(4.1.1)

trong đó fq có dạng logarit fq(s) = s(q−1) log |s| với m, p thỏa

(m− 1)(p− 1) > 1. (4.1.2)

Ta xét bài toán tương đương:
∂t ϕ(u)− ∆p (u) = (m′ − 1) fγ (u) , x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(4.1.3)

với u0 ∈W1,p
0 (Ω) và γ = (m′ − 1) (q− 1) + 1 > 1.

Định nghĩa 4.1 (nghiệm yếu). Một hàm u được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(4.1.3) nếu u ∈ L∞
(

0, T; W1,p
0 (Ω)

)
, ϕ(u) ∈ L∞ (0, T; Lm (Ω)) sao cho

d
dt

ϕ(u) ∈ Lp′
(

0, T; W−1,p′ (Ω)
)

và ∂t

(
|u|

m′
2

)
∈ L2 (QT) ,
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u thỏa điều kiện đầu u(0) = u0 và phương trình (4.1.3) theo nghĩa sau∫ T

0

〈
d
dt

ϕ (u(t)) , v
〉

dt +
∫ T

0

〈
(∇u(t))(p−1) ,∇v

〉
dt

=
(
m′ − 1

) ∫ T

0
〈 fγ (u(t)) , v〉 dt,

với mọi v ∈W1,p
0 (Ω).

4.2 Potential well trong không gian hàm

Xét các phiếm hàm J và I như sau:

J (u) =
1
p

∫
Ω
|∇u|p dx +

m′ − 1
γ2

∫
Ω
|u|γ dx− m′ − 1

γ

∫
Ω
|u|γ log (|u|) dx,

I (u) =
∫

Ω
|∇u|p dx−

(
m′ − 1

) ∫
Ω
|u|γ log (|u|) dx.

Ta định nghĩa đa tạp Nehari

N =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) \{0} : I (u) =

〈
J′ (u) , u

〉
= 0

}
. (4.2.1)

Ta có bổ đề sau.

Bổ đề 4.2. Lấy u ∈ W1,p
0 (Ω) \{0} và λ > 0. Khi đó λu ∈ N khi và chỉ khi λ là

điểm tới hạn của hàm số λ 7→ J (λu), tức là d
dλ J (λu) = 0.

Bổ đề 4.3. Giả sử 2 ≤ p ≤ γ và u ∈ W1,p
0 (Ω) \{0}. Khi đó ta có các khẳng định

sau:

(i) tồn tại duy nhất λ∗ := λ∗ (u) > 0 sao cho I (λ∗u) = 0, I (λu) > 0 nếu

λ ∈ (0, λ∗) và I (λu) < 0 nếu λ > λ∗.

(ii) hàm số λ 7→ J (λu) đạt cực đại tại λ = λ∗ hay

d
dλ

J (λu)
∣∣∣∣
λ=λ∗

= 0 và
d2

dλ2 J (λu)
∣∣∣∣
λ=λ∗

< 0.

Ta định nghĩa potential depth

0 < d = inf
u∈N

J(u).

có đặc trưng biến phân cho bởi

d = inf

{
sup
λ≥0

J (λu) : u ∈W1,p
0 (Ω) \{0}

}
, (4.2.2)
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Bổ đề 4.4. Giả sử 2 ≤ p ≤ γ < np
n−p =: p∗. Khi đó bài toán biến phân sau có nghiệm

0 < d = inf
u∈N

J(u).

Xét tập các nghiệm không tầm thường của bài toán (4.1.3)

E =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) \{0} : −∆pu =

(
m′ − 1

)
fγ (u) , u|∂Ω = 0

}
,

Ed = {u ∈ E : J(u) = d} .

Ta định nghĩa tập ổn địnhW và tập không ổn định U như sau:

W =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) : J(u) < d, I(u) > 0

}
∪ {0}, (4.2.3)

U =
{

u ∈W1,p
0 (Ω) : J(u) < d, I(u) < 0

}
. (4.2.4)

Bổ đề 4.5. (i) W là lân cận bị chặn của 0 trong không gian W1,p
0 (Ω), tức là tồn tại

các hằng số dương 0 < r1 < r2 sao cho B (0, r1) ⊂ W ⊂ B (0, r2);

(ii) 0 /∈ U ;

(iii) Ed ⊂ N vàW ∩U = Ed.

4.3 Nghiệm địa phương và nghiệm toàn cục

Định lý 4.6. Cho trước T > 0, u0 ∈ W1,p
0 (Ω) và m, p là các hằng số thỏa (4.1.2).

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu (m′− 1)(q− 1) < p− 1 thì bài toán (4.1.3) có nghiệm yếu u trên [0, Tmax)

với Tmax = T thỏa U′ ∈ L2 (QT) và∫ t

0

∥∥U′(τ)
∥∥2

2 dτ + J (u(t)) ≤ J(u0), h.h. [0, Tmax) , (4.3.1)

trong đó U (t) = 2
√

m′−1
m′ |u(t)|

m′
2 .

(ii) Nếu (m′ − 1)(q− 1) ≥ p− 1 thỏa(
m′ − 1

)
(q− 1) < p− 1 +

m′p
n

khi p < n,

thì bài toán (4.1.3) có nghiệm yếu u thỏa (4.3.1) trên [0, Tmax) với 0 < Tmax <

T.
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4.4 Tính chất tắt dần của nghiệm toàn cục

Định lý 4.7. Cho trước các hằng số m, p thỏa (4.1.2) và q > 2 sao cho

p− 1 ≤ (m′ − 1)(q− 1) < p− 1 +
p2

n− p
khi p < n.

Khi đó nếu u0 ∈ W thì bài toán (4.1.3) có nghiệm toàn cục u(t) thỏa

u ∈ L∞
(

0, T; W1,p
0 (Ω)

)
, U′ ∈ L2 (QT) .

Hơn nữa, u(t) thỏa

‖∇u(t)‖p ≤

 pJ
p−m′

p (u0)

m′ + (p−m′)CJ
p−m′

p (u0) t


1

p−m′

với t ≥ 0,

trong đó C là hằng số dương.

4.5 Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn

Định lý 4.8. Giả sử rằng các hằng số m, p thỏa (4.1.2) và q > 2 sao cho

p− 1 ≤ (m′ − 1)(q− 1) < p− 1 +
p2

n− p
khi p < n.

Khi đó nếu u0 ∈ U thì nghiệm của bài toán (4.1.3) không tồn tại toàn cục hay bùng

nổ tại thời gian hữu hạn, tức là tồn tại T∗ > 0 thỏa

lim
t→T−∗

‖u(t)‖m′
m′ = ∞.

4.6 Trường hợp năng lượng đầu tới hạn

Định lý 4.9. Cho trước các hằng số m, p thỏa (4.1.2) và q > 2 sao cho

p− 1 ≤ (m′ − 1)(q− 1) < p− 1 +
p2

n− p
khi p < n.

Giả sử thêm rằng u0 ∈ W1,p
0 (Ω) \{0} thỏa J(u0) = d. Khi đó nghiệm u(t) của

bài toán (4.1.3) tồn tại toàn cục khi I(u0) > 0 và bùng nổ tại thời gian hữu hạn khi

21



I(u0) < 0. Hơn nữa, khi nghiệm toàn cục tồn tại ta có đánh giá

‖∇u(t)‖p ≤ ‖∇u(t1)‖p

(
p

m′ + ω1(p−m′)t

) 1
p−m′

, với t ≥ t1,

với t1 > 0 và ω1 là các hằng số dương.

Nhận xét và kết luận Chương 4

Định lý 4.6 cho ta thấy rằng hiện tượng bùng nổ chỉ có thể xảy ra khi

p− 1 ≤ (m′ − 1)(q− 1) hay (m− 1)(p− 1) ≤ q− 1.

Khi năng lượng đầu J(u0) < d, ta nhận thấy rằng tập ổn định W là tập hợp

mà trong đó năng lượng khuếch tán trội hơn năng lượng của nguồn logarit

và do đó nghiệm của bài toán tồn tại toàn cục và tắt dần khi u0 ∈ W ; ngược

lại tập không ổn định U là tập mà trong đó năng lượng của nguồn logarit trội

hơn và do đó nghiệm của bài toán bùng nổ khi u0 ∈ U , xem Định lý 4.7 và

Định lý 4.8.

Trong trường hợp J(u0) = d,N+ là tập mà năng lượng khuếch tán trội hơn

và N− là tập mà năng lượng của nguồn logarit trội hơn. Và do đó nghiệm bài

toán tồn tại toàn cục khi u0 ∈ N+ và bùng nổ khi u0 ∈ N−, Định lý 4.9.

22



KẾT LUẬN

Những kết quả mới đã được trình bày trong luận án bao gồm:

1. Các kết quả đạt được trong Chương 2 bao gồm:

(i) Tính chất tồn tại và duy nhất của nghiệm địa phương khi dữ kiện đầu

u0 ∈W1,p
0 (Ω), Định lý 2.6.

(ii) Tính chất tồn tại của nghiệm toàn cục khi u0 ∈ W và tính tắt dần đại

số của nghiệm khi J (u0) ≤ M < d, Định lý 2.7.

(iii) Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn của nghiệm khi u0 ∈ U và

J(u0) ≤ M < d, Định lý 2.8.

2. Tiếp theo, các kết quả đạt được trong Chương 3 bao gồm:

(i) Với dữ kiện đầu u0 ∈ W1,p
0 (Ω), tính chất tồn tại toàn cục và không

toàn cục của nghiệm phụ thuộc vào các tham số p và q, Định lý 3.4.

(ii) Tính chất tắt dần của nghiệm toàn cục khi u0 ∈ W thỏa J(u0) ≤ d,

Định lý 3.5.

(iii) Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn của nghiệm khi u0 ∈ U thỏa

J(u0) ≤ d, Định lý 3.6.

3. Cuối cùng, trong Chương 4 chúng tôi thu được các kết quả sau:

(i) Tính chất tồn tại của nghiệm địa phương và nghiệm toàn cục khi w0 ∈

W1,p
0 (Ω), Định lý 4.6.

(ii) Tính chất tắt dần của nghiệm toàn cục w0 ∈ W , Định lý 4.7.

(iii) Tính chất bùng nổ tại thời gian hữu hạn của nghiệm khi w0 ∈ U , Định

lý 4.8.
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(iv) Trong trường hợp J(w0) = d thì nghiệm yếu địa phương tồn tại toàn

cục và tắt dần khi I(w0) > 0 và bùng nổ tại thời gian hữu hạn khi

I(w0) < 0, Định lý 4.9.

Trên cơ sở những kết quả đã có, để kết thúc, chúng tôi cũng nêu ra một số vấn

đề có thể nghiên cứu mở rộng như sau:

1. Nghiên cứu tính chất nghiệm của bài toán trong trường hợp J(u0) > d?

2. Nghiên cứu trường hợp kỳ dị của các bài toán trong luận án?

3. Nghiên cứu các chặn trên và chặn dưới cho thời gian bùng nổ; nghiệm

bùng nổ ở đâu; tốc độ bùng nổ của nghiệm, dáng điệu của nghiệm tại

thời gian bùng nổ và có thể mở rộng nghiệm sau thời gian bùng nổ hay

không?
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